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1. Cel ¢wiczenia

Celem (¢wiczenia jest zapoznanie sie ze zjawiskiem mechanicznych drgan poprzecznych (fali
stojacej) belki i poréwnanie tych drgan z analogicznymi mechanicznymi drganiami (fala stojaca)
w o$rodkach takich jak struna, gazy i ciecze.

W ¢wiczeniu do pomiaru czestotliwosci i amplitudy drgan mechanicznych wykorzystuje sie
Swiattowodowy odbiciowy czujnik odlegtosci.

2. Wstep teoretyczny
a. Rownanie fali w strunie

Struna jest pewng idealizacjg elementu mechanicznego, ktory jest idealnie wiotki. W takim
elemencie samo jego wyginanie nie skutkuje powstaniem poprzecznych sit wewnetrznych
przeciwstawiajacych sie temu wyginaniu. Z powodu naprezenia struny istnieje w niej jedynie
sita F skierowana wzdtuz lokalnego kierunku struny wychylonej z potozenia réwnowagi i
dodatkowo pochylonej. Taka sita wewnetrzna dziatajaca ma pewien element struny o dtugosci
dx zostata przedstawiona na rys. 1. Naprawde na ten element dziatajg dwie sity pochodzace od
dwdch elementow sasiadujacych z nim. Sity te majg taka samg warto$¢ z powodu jednakowego
naprezenia na catej dtugosci struny, czyli

Fi=F,=F, (1)

ale majg minimalne r6zny kierunek.

Rys. 1. Element struny i silty na niego dziatajgce

Na rys. 2 przedstawiono ten sam element wraz z dwoma elementami sgsiadujacymi. Wychylenie
elementéw z potozenia réwnowagi, oznaczone jako y, oraz kat pochylenia zostaty celowo
przesadzone. To wychylenie zalezne jest od potoZenia x danego elementu oraz od czasu, dlatego
oznaczamy go y(x,t).
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Rys. 2. Wiecej geometrii
W ruchu drgajacym struny w kierunku y nie licza sie same sity Fi i F», ale ich skladowe Fy i Fay.

S3 one réwne
Fiy = Fisinai = F sinay, F,y = Fasinaz = F sinag, (2)

gdzie a jest katem pochylenia tych sit wzgledem kierunku x.

Dla matych wychylen i matych katéw pochylenia zachodzi sina = tga

a ten tangens mozna obliczy¢ za pomoca pochodnej wzgledem x (jest to tzw. interpretacja
geometryczna pochodnej)

d
Fy = Fy(x-tan = F1ga, = F- = dav, (32)



d
Fy, =F,(x++dv)= Figa, = Fay!(x +Ldx, 1) (3b)

Sita wypadkowa dziatajgca (w kierunku y) na srodkowy element o dtugosci dx jest réwna

d d
F,=F, —F,= F‘[any v Ldv, 1) — ay|(x Ly, 1) } 4)

Sktadowa Fi; wystepuje ze znakiem minus, poniewaz jest skierowana w dot.
Wyrazenie na site wypadkowa F, mozemy podzieli¢ i pomnozy¢ przez dx, i skorzystac¢ z definicji
drugiej pochodnej (jako pochodnej z pierwszej pochodnej)

gj:|(x +1dx,t) — gﬂ(x —2dx, 1)

2 2
= F.dx.de’t) — F~dx'ay(x’t) (5)

F =F-dx- 5
’ dx dx ox

W ostatnim wyrazeniu powyzej uzywamy znaku pochodnej czastkowej tylko dlatego, ze
wychylenie y zalezy od dwéch zmiennych xi t.

Do elementu struny o dtugo$ci dx i masie dm =A-dx, gdzie A jest gestoscig liniowa struny
(w kg/m), stosujemy teraz Il zasade dynamiki F,=ma,, z przy$pieszeniem a wyrazonym jako
druga pochodna wzgledem czasu

o’ y(x,t 0’ y(x,t o’ y(x,t
F,= m>222 L PG L) MU L€ 1) (6)
ot ox ot
Ostatnie rownanie po podzieleniu przez sile rozciagajaca F i przez dx oraz po przeniesieniu
wszystkiego na jedng strone daje klasyczne réwnanie fali rozchodzacej sie w strunie

O’y(x, 1) 4 0'y(x,1)
o Fgp 9

W réwnaniu tym widoczne jest to, ze sila wypadkowa dzialajaca na element osrodka, w
ktérym rozchodzi sie fala, jest proporcjonalna do drugiej pochodnej wychylenia y.
Sila skierowana jest w kierunku wklestosci funkcji y(x).

b. Ré6wnanie fali w belce

W przypadku belki, inaczej niz dla struny, samo zginanie belki powoduje powstanie reakcji
przeciwstawiajacej sie temu zginaniu. Wida¢ ze tutaj Zrodto sity powodujacej jej ruch jest inne.
Jezeli belka zostanie wygieta, to pojawi sie moment sity, ktory dla ciat sprezystych speiniajacych
prawo Hooke’a jest proporcjonalny do katowego odksztalcenia ciata. Widoczne na rys. 3
momenty sit M1 i M, wywierane na fragment ciata o szeroko$ci dx znajdujacy sie w potozeniu x,
pochodzg od sasiednich fragmentow z lewej i z prawej strony.

Te momenty sit sg proporcjonalne do modutu Younga substancji, z ktérej wykonane jest ciato,
oraz do kata odksztatcenia da (w stosunku do szerokosci dx, na ktérej odksztatcenie powstaje)

M, =C-Edai/dx, M,;=C-Eda,/dx, (8)

(podobnie jak naprezenie dla sily rozciagajacej ciato jest proporcjonalne do wzglednego
wydtuzenia ciata o = E-dl/1).



x;dx X
Rys. 3. Dany element belki o dlugosci dx i elementy sasiadujace z nim z lewej i prawej
Kat dai jest réwny réznicy katéw a, i @1. Poniewaz znowu zaktadamy, ze katy odchylenia s3

mate, to a = tga, a ten tangens mozna obliczy¢ za pomocg pochodnej wzgledem x (interpretacja
geometryczna pochodnej). Dlatego

dy
;‘( x) — dfl(x—dx)
= CE 4 X 9)
dx dx

M, = CcEL=% -

Korzystajac z definicji drugiej pochodnej (jako pochodnej z pierwszej pochodnej), otrzymujemy

2

M, = CE d 2ix - Lav) (10)
dx

Zupemie analogicznie obliczamy moment M, pochodzacy od elementu sasiadujacego z prawej

o -a Dyevan — Py e
2 ° — C-E- dx dx = CE- y J;
X

M, = CE
dx dx

I(x + Ldx) (11)

Wewnetrzny moment zginajacy M jest proporcjonalny do drugle] pochodnej wychylenia y.

Doktadniejsze wyprowadzenie tego faktu w praktyce inzynierskiej
Rys. 4. Odksztatcenie ¢

rozpatruje sie na gruncie prostej teorii Eulera-Bernoulliego. _ o
i naprezenie o

Podstawowym zatoZeniem tej teorii jest, Ze odcinek prosty
i prostopadty do osi belki przed deformacja, pozostaje prosty
i prostopadty po wystapieniu deformacji (jest to konsekwencja _ )
pominiecia wplywu istniejgcych naprezen stycznych w przekroju p
na odksztatcenie tego odcinka - przypadek czystego ptaskiego " ;
zginania). Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy wzdtuzne

odksztatcenie wzgledne ¢ jest liniowo zalezne od wspétrzednej y’

w przekroju belki (gdzie y’= 0 w $rodku belki):

1

ey =2 (12)
Yo,

gdzie p jest promieniem krzywizny belki w danym miejscu.

Zgodnie z prawem Hooke’a naprezenia normalne o s3a
proporcjonalne do odksztatcenia:

1

o) =Ee(y) = Ey; (13)



Jezeli nie dziata zewnetrzna sita wzdtuzna, to [6dS=0, ale z naprezen ¢ mozna obliczy¢é moment
sity
2
' E E
M= yodS=[ EZ-ds==[ y?ds==1 (14)
S S p p S p
gdzie I jest momentem bezwtadno$ci przekroju poprzecznego wzgledem osi belki prostopadtej
do rysunku. Dla bardzo matych katéw pochylenia belki krzywizne osi preta mozna przyblizy¢
druga pochodna linii ugiecia: k = 1/p = d?y/dx?, dlatego ostatecznie
d’y

2

M =EI

dx (1)
Zazadamy teraz, zeby element dx pozostawal w réwnowadze, tak jak przy statycznym
zginaniu belki. To Zadanie moze wydawac sie dziwne, poniewaz belka drga i element dx posiada
przysSpieszenie. Jezeli jednak podczas drgan wprowadzimy nieinercjalny uktad odniesienia
poruszajacy sie tak, jak element dx, to w tym uktadzie ten element spoczywa. Nalezy wtedy
wilaczy¢ sily bezwladno$ci, uzyskujemy jednak formalne podobienstwo do dobrze znanego
statycznego zginania belki.
Jezeli moment M, rézni sie od M1, to musi istnie¢ moment dwoch sit sprezystosci Fi i
F; dziatajacych na element dx, jak na rys. 3, rownowazacy momenty M1 i M:

M,-M, = F-+dxcosa, + F,-2dxcosa, = +(F, + F,)dxcosa, (16)

Przewijajacym sie tu zalozeniem jest to, ze katy odchylenia a sg bardzo mate, wiec cosa = 0.
Réwniez dx jest bardzo mate, wiec mozemy przyja¢, ze sity Fi i F, prawie nie rdznig sie od siebie,
dlatego Y2(F1+F;) = F = F(x). Wtedy, po podzieleniu rownania (16) przez dx, otrzymujemy

aM

ol F(x) (17)

Jest to pierwsze z dwdch réwnan twierdzenia Schwedlera-Zurawskiego.

Jezeli na belke dziata zewnetrzna roztozona sita q(x), gdzie ¢ ma wymiar N/m, co jest
przedstawione na rys. 5,

Rys. 5. Rozktad sit g i wewnetrzna sita poprzeczna F w elemencie dx

to sity F1 i F> z rys. 31 5 musza minimalnie sie rézni¢, co wynika z warunku réwnowagi sit:

F —F, =qdx (18)
Po podzieleniu réwnania (18) przez dx, otrzymujemy

dF

— = —4q(x) (19)

dx

Jest to drugie réwnanie twierdzenia Schwedlera-Zurawskiego. Réwnania te sg stuszne, jezeli
wewnetrzne momenty sprezystoSci M, wewnetrzne sity sprezystosci F i zewnetrzna roztozona



sita g sg dodatnie dla skierowania jak na rysunkach 3 i 5.
Zbierzmy réwnania (15,17,19) dla wygody w jednym miejscu:

d’y dM dF
, —=F(x), —=- 20
= I (x) I q(x) (20)

M(x)=E"1-
Wynika z nich, ze
d* y
dx*

2 3
M(x)= oy F(x) = 1Y g =—E-1 (21)
d dx

x2 ’ 37

Dla statycznego zginania belki z réwnan (21) wynikaja ciekawe wnioski dotyczace prostych
przypadkéw zginania:
- Jezeli belka obcigzona jest na swoim koncu tylko zewnetrznym momentem sity Myewn, to Z
réwnowagi poszczegdlnych elementow dx wynika, Ze momenty sprezystosci dla kazdego
elementu sg rowne M(x)=M,ewn=const, a to dzieki pierwszemu z rownan (21) daje, ze ugiecie
y(x) belki jest wielomianem drugiego stopnia (parabola).
- Jezeli belka obciazona jest na swoim konicu tylko zewnetrzng sila Fiewn, to z réwnowagi
poszczegdlnych elementéw dx wynika, ze sily sprezystosci dla kazdego elementu sg réwne
F(x)=Fsewn=const, a to dzieki drugiemu z rownan (21) daje, ze ugiecie y(x) belki jest
wielomianem trzeciego stopnia.
- Jezeli belka obcigzona jest tylko statg zewnetrzna roztozona sita g.ewn(x)=const, to z ostatniego
z rownan (21) wynika, Ze ugiecie y(x) belki jest wielomianem czwartego stopnia.

Wréémy teraz do belki drgajacej. Jak byto wspomniane, w tym przypadku teorie statycznego
zginania belki mozemy zastosowa¢, jezeli dla kazdego elementu belki wprowadzimy osobny
nieinercjalny uktad odniesienia poruszajacy sie tak jak ten element, z przyspieszeniem
a(x,t)=d?y/dtz. W tym uktadzie odniesienia dany element dx nie porusza sie, ale dziata na niego
sita bezwtadnoSci

2 2
Fyx)= dma(e) = dm S 280~ 5. g 0Y00 22)
ot ot
gdzie element belki o dtugos$ci dx ma mase dm = A-dx, gdzie A jest gestoScia liniowa (w kg/m).

Sita ta dla dodatniego przys$pieszenia (skierowanego do gory) jest skierowana przeciwnie do
niego (w dot), czyli tak jak zewnetrzny rozklad sit q. Jezeli podzielimy site Fy,(xt) przez dx, to
dostaniemy informacje, ile sity przypada na jednostke dtugosci belki, czyli rozktad sity gq(x.t).
Wtedy réwnanie (22) zamieni sie na

B 0° y(x,t)
Qh(xﬂt) - 2’ atz (23)

Ostatnie z réwnan (21) i rownanie (23) daje rownanie fali rozchodzacej sie w belce
Oy(x,t) 4 y(x,0)
o TET g 7O .

W réwnaniu tym widoczne jest to, ze sila wypadkowa dzialajaca na element osrodka, w
ktorym rozchodzi sie fala, jest proporcjonalna do czwartej pochodnej wychylenia y.
Przy czym jezZeli ta pochodna jest dodatnia, to sila skierowana jest w dét.



c. Fala stojaca w strunie

Drgania ustalone struny (fala stojgca) majag matematyczng postaé

y(x,1) = f(x)g() (25)
Przyjmiemy, Ze funkcja opisujaca zalezno$¢ wychylenia od czasu ma posta¢ drgan harmonicznych
g(t) = sin(wt+@,) (26)

Wtedy funkcja f{x) jest amplitudg drgan w miejscu o wspotrzednej x.
Po wstawieniu zalezno$ci (25,26) do réwnania fali w strunie (7) otrzymujemy roéwnanie
dZ
L4 40 (x) = 0 (27)
x

Rozwigzaniami tego rdwnania jest funkcja f(x) = Asin(k'x + ¢0) = Asin(\/%a)-x +0 ) .
Rozpatrzymy tutaj tylko przypadek struny zamocowanej na obu koncach.

Zaktadajac, ze struna jest zamocowana w x=0, gdzie f{x)=0, dostajemy Ze ¢,=0.

Struna jest takze zamocowana w x=L, gdzie f{x)=0, a to jest mozliwe tylko wtedy, kL = nz czyli
\/%a)‘L =nzm, gdzie n jest liczba naturalna.

Oznacza to, ze widmo czesto$ci takiej struny jest dyskretne - wystepuje w nim najnizsza
czesto$¢ w, oraz jej wielokrotnosci wa:
T |F

a =— -, a =N o 28
" =7\ (28)

To wyrazZenie na mozliwe czestos$ci drgan struny, ktére sg catkowitymi wielokrotnosciami
czestosci podstawowej, jest jednym z dwéoch najwazniejszych tutaj wnioskow.

d. Fala stojaca w belce

Jezeli, analogicznie jak dla struny, chcemy opisa¢ ustalone drgania harmoniczne zachodzace w
belce, to wyrazenia na te drgania dane zalezno$ciami (25,26) nalezy wstawi¢ do réwnania fali w
belce (24). Otrzymujemy wtedy réwnanie na amplitude tych drgan w miejscu o wspétrzednej x

ACTRI f(x) =0 (29)

A
dx4 E-1
Dla wygody oznaczmy wystepujaca tutaj wielkos¢ %a)2 jako k*, czyli
k=A@ (30)

Rozwigzaniem tego réwnania (29) jest dowolna kombinacja liniowa funkcji
sinkx, coskx, sinhkx, coshkx, a wiec funkcja postaci

f(x)= A sinkx + A, coskx + B, sinh kx + B, cosh kx (31

State A1, A2, B1, B, wyznacza sie z warunkéw brzegowych. Warunki te dla drgajacej belki o
dtugosci L sztywno zamocowanej na jednym koncu (jedyny przypadek tu rozpatrywany)
mozemy opisac nastepujaco:



1. Belka jest zamocowana na lewym koncu, czyli wychylenie preta w punkcie x=0 jest zerowe:
f0)=0

2. Belka na lewym koricu jest zamocowana ,na sztywno”, czyli jej pochylenie jest zerowe
(dopiero dalej belka na skutek zginania sie uzyskuje niezerowe pochylenie):
af
—1©0) =0
n (0)

3. Belka na prawym koncu jest swobodna, z niczym sie nie kontaktuje, czyli w punkcie x=L nie
dziala na nig Zaden moment sity, dlatego tez wewnetrzny moment sprezystosci dany wzorem
(21a) jest rowny zero, co prowadzi do:

d’f B
dx2 |(L) - 0

4. Na belke w prawym jej konficu x=L nie dziata takze sita prostopadta do osi x, dlatego tez
wewnetrzna sita sprezystosci dana wzorem (21b) jest r6wna zero, co prowadzi do:

Ty =0

3
X

Uwzglednienie tych warunkéw prowadzi do nastepujacego zwigzku

(sinkL + sinh kL) (sin kL —sinh kL) = —(cos kL + cosh kL)’
a stad
coskL-coshkL+1=0 (32)
Najmniejszymi (trzema pierwszymi) rozwigzaniami powyzszego rOwnania sg
k.L = m, =~ 1.87510, 4.69409, 7.85476 (33)

Rozwigzania te mozna otrzymac jedynie numerycznie.
Pamietajgc, ze czestos¢ drgan belki jest proporcjonalna do kwadratu liczby falowej k, ze wzoru
(30) mozna obliczy¢ szereg czestotliwosci drgan belki

_ |EI175 2 _ [EI 1 2 : _ 2
@, =7k =7 mS i o,=om, (34)

gdzie m, jest dane wzorem (33), n=1,2,3,..., a wielko$¢ w, nie jest czestoscig podstawowa
majaca znaczenie praktyczne, ale pewnym parametrem. Inaczej mozna zapisac

2 2
o, =0 lub ﬁ:ﬁ% (35)

n 2
m, 1

To wyrazenie na mozliwe czestosci drgan belki, ktéore nie sa calkowitymi
wielokrotnos$ciami czestosci podstawowej, jest drugim z dwdéch najwazniejszych tutaj
wnioskow.

3. Wykonanie ¢wiczenia

Drgania blaszki s3 wymuszane za pomoca elektromagnesu cyklicznie ja przyciagajacego i
odpychajacego. Elektromagnes jest zasilany pradem zmiennym z generatora pradu zmiennego,
ktéorym mozna regulowaé warto$¢ czestotliwosci. Dzieki $wiattowodom drgania blaszki sg
przetwarzane na sygnat optyczny, a dzieki detektorowi swiatta - na sygnat elektryczny, ktéry z
kolei jest obrazowany przez oscyloskop w formie zalezno$ci wychylenia blaszki od czasu. 0$
pozioma ekranu oscyloskopu wyskalowana jest w milisekundach i w ten sposéb mierzymy okres



drgan. 0§ pionowa wyskalowana jest w miliwoltach i w ten sposéb posrednio mierzymy
amplitude drgan (po przetworzeniu sygnatu mechanicznego (amplituda) na sygnat elektryczny
(napiecie)).

a. Nalezy zmienia¢ czestotliwos¢ sity wymuszajacej drgania blaszki, za pomocg generatora
pradu zmiennego w zakresie od 10 do 100 Hz i zmierzy¢ czestotliwosci, przy ktérej nastepuje
znaczne zwiekszenie sie amplitudy drgan. Czestotliwos$ci te mierzymy za pomocg generatora,
jest to czestotliwo$¢ sity wymuszajacej, jak tez za pomoca oscyloskopu, jest to czestotliwos$¢
drgan blaszki.

Tabela pomiaru czestotliwosci rezonansowych
Lp. fgen, HZ ﬁ)SC; HZ

Warto mie¢ na uwadze, Ze generator podaje czestotliwo$ci mniej doktadnie niZ oscyloskop.

b. Nalezy obliczy¢ orientacyjnie nastepna czestotliwos¢ f> drgan wilasnych blaszki za pomoca
wzorow (33, 35), zaré6wno dla wskazan generatora jak i oscyloskopu, i ,przeczesywac” okolice
tych czestotliwosci w poszukiwaniu zwiekszenia sie amplitudy drgan obserwowanych na
ekranie oscyloskopu. Te poszukiwane drgania rezonansowe bedg miaty duzo wieksza amplitude
niz drgania o innych czestotliwoSciach. Nalezy zanotowa¢ w tabelce warto$¢ nastepnej
czestotliwosci rezonansowe;.

4. Obliczenia i wnioski

Nalezy poréwnac¢ zmierzone czestotliwosci f rezonansowe drgan blaszki z czestotliwos$ciami f
obliczonymi za pomocg wzoréw(33, 35) i dokona¢ identyfikacji tych czestotliwosci, uzywajac
okreslen takich jak czestotliwo$¢ podharmoniczna, pierwsza, druga itd. czestotliwos¢
rezonansowa.

Mozna takze zestawi¢ obliczone Kkolejne czestotliwo$ci rezonansowe dla struny i belki
(blaszki), dla ktérych czestotliwo$¢ podstawowa (pierwsza) jest taka sama, wyciggajac tez
odpowiednie wnioski.
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2. soczewka

|
|

4. oscyloskop
z widoczng sinusoida
przebiegu drgan

Uktad pomiarowy

verte



Uktad pomiarowy od drugiej strony



Laser, soczewka i znajdujacy sie w ogniskowej soczewki poczatek Swiattowodu



Swiattowdd oswietlajacy drgajacy element (blaszka) i $wiattowdd odbiorczy.
Widoczna jest tez ponizej blaszki okragta cewka wytwarzajgca zmienne pole magnetyczne

wprawiajgce blaszke w drgania wymuszone.



Koniec swiattowodu odbiorczego skierowany na detektor Swiatta



Sygnat generowany na detektorze przez Swiatto wychodzgce ze swiattowodu odbiorczego.
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